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涡旋光束轨道角动量在大气湍
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摘要：从拉盖尔-高斯涡旋光束表达式出发，基于瑞利衍射理论，通过研究涡旋光束在大气湍流中传输时的旋转相干函

数的变化规律，总结了涡旋光束在大气湍流中传输时各轨道角动量之间的串扰情况，使用了拓扑荷数探测概率描述串

扰规律，并推导了拓扑荷数探测概率的解析表达式。研究了涡旋光束通过湍流后的拓扑荷数的分布情况，并将结果与

涡旋光束通过大气随机相位屏的数值仿真结果进行了对比，给出了理论与仿真的拓扑荷数的探测概率随湍流强度以及

初始涡旋光束拓扑荷数大小的关系图对比，验证了推导的拓扑荷数探测概率解析表达式的正确性。通过该表达式可进

一步研究大气湍流与涡旋光束相互作用从而影响涡旋光束轨道角动量散射的本质，为涡旋光束的空间光通信中选择合

适的拓扑荷数间隔，以及在不同湍流强度下选择合适束腰大小以减少串扰带来的误码率提供了理论依据。 
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Abstract: Starting from the expression of Laguerre-Gaussian vortex beam and based on Rayleigh diffraction theory, 
the variation of rotating coherence function of vortex beam propagating in atmospheric turbulence is studied. The 
crosstalk between the angular momentum of each orbital angular momentum when the vortex beam propagates in 
atmospheric turbulence is summarized. The topological charge detection probability is used to describe the crosstalk 
law, and the analytical expression of the topological charge detection probability is derived. The distribution of topo-
logical charge number of vortex beam passing through turbulence is studied, and the results are compared with the 
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numerical simulation results of vortex beam passing through atmospheric random phase screen. The relationship 
between the detection probability of the theoretical and simulated topological charge numbers with the turbulence 
intensity and the topological charge number of the initial vortex beam is compared, and the correctness of the ana-
lytical expression of the topological charge number detection probability is verified. Through this expression, the in-
teraction between atmospheric turbulence and vortex beam can be further studied, which can affect the essence of 
angular momentum scattering of vortex beam, and the suitable topological charge number interval can be selected 
for the space optical communication of vortex beam. It also provides a theoretical basis for selecting the appropriate 
beam waist size under different turbulence intensities to reduce the bit error rate (BER) caused by crosstalk. 
Keywords: atmospheric turbulence; vortex beam; topological charge; orbital angular momentum 
Citation: Zhang L H, Shen F, Lan B. Characteristic analysis of orbital angular momentum of vortex beam propagat-
ing in atmospheric turbulent[J]. Opto-Electronic Engineering, 2020, 47(4): 190272 

 
 

1 引  言 
近年来随着对各类光束传输特性研究的不断深

入，一种具有全新相位结构的涡旋光束逐渐被发现并

因其新颖的特性成为一个研究热点。国内外广大学者

围绕着涡旋光束的产生、传输、检测及应用等方面展

开了一系列的研究工作，并取得了突出成果[1-2]。这种

涡旋光束的中心光强为零，波前的相位结构为螺旋型，

并在光束中心具有相位奇点。这种螺旋的相位结构使

涡旋光束具有轨道角动量，从而为空间光通信提供了

一种全新的信道复用维度[3-4]，提高了信道容量。2009
年，柯熙政团队[5]提出了一种结合计算全息图和无衍

射光束传输特点的单光束轨道角动量编码方法，增加

了传输数据量的同时保证了传输信息的准确性。2013
年，Yang等[6]使用 1.1 km的涡旋光纤承载 2个 OAM
光束，每个光束具有 10个波长通道，实现了 1.6 Tbit/s
的传输速度。然而，当涡旋光束通过大气湍流后，光

束的强度和相位分布都会受湍流影响从而发生变化，

进一步引起各轨道角动量之间的串扰，最终导致空间

光通信的误码率的增加以及通信容量的降低[7-8,4]。因

此，研究涡旋光束在大气湍流中光强及相位的传输特

性，以及影响涡旋光束的拓扑荷数散射的因素和轨道

角动量串扰的规律，对于进一步研究轨道角动量与大

气湍流的相互作用有重要意义，有利于提高空间光通

信系统容量。 
涡旋光束在大气中传输的相关研究大多是从光强

传输特性出发，表征涡旋光束与大气湍流的相互作用。

2012年，陈斐楠等[9]利用广义惠更斯-菲涅耳原理计算
高阶贝塞尔高斯光束(BGB)在非柯尔莫哥诺夫湍流模
型下传输的横向光强分布特性。2013年，江月松等[10]

推导出了部分相干贝塞尔高斯光束在非柯尔莫哥诺夫

湍流中传输时平均光强和偏振度的解析表达式。2016
年，柯熙政[11]根据广义惠更斯－菲涅耳原理和交叉谱

密度函数，推导出部分相干高斯－谢尔涡旋光束在大

气湍流中传输时光强分布的积分形式，并通过一些特

殊积分处理得到完整的解析表达式，分析讨论了传输

距离、湍流强度和光束自身参数等对光束光强分布的

影响。2017年，柯熙政团队[12]根据广义惠更斯－菲涅

耳原理以及交叉谱密度函数，利用柯尔莫哥诺夫湍流

谱推导得到部分相干离轴涡旋光束在大气湍流中传输

时光束的光强分布表达式，讨论了离轴距离、拓扑荷

数、束腰宽度、相干长度、传输距离、湍流强度等参

数对光强分布的影响。然而，当涡旋光束应用于通信

上时，研究其特有的轨道角动量在大气湍流中的传输

特性变得尤为重要。2005 年，Paterson 等[13]使用旋转

相干函数研究了涡旋光束在 Kolmogorov 湍流中拓扑
荷数的探测概率与相对光束宽度的关系。2008 年，
Anguita 等[14]数值分析了大气湍流对自由空间光通信

系统的影响，研究了湍流引起的涡旋光束各轨道角动

量之间的衰减和串扰。2009 年，Glenn 等[15]研究了纯

涡旋光束在大气湍流中传输后不同拓扑荷数的探测概

率，并获得了部分拓扑荷数探测概率随湍流强度变化

的解析解。同年，张逸新等[16]通过将涡旋光束经大气

传输后所得到的波视为角动量本征态的叠加，给出了

各轨道角动量测量概率。2011年，黎芳等[17]在利托夫

近似下，得到了接收孔径处拉盖尔-高斯光束的螺旋谱
的积分表达式[18]。2013年，黎芳[19]利用分步傅里叶法

和相位屏法仿真了在水平通信链路和上下行通信链路

情况下拉盖尔-高斯光束的强度分布、相位分布及螺旋
谱分布情况。2016年，Cheng等[20]利用轨道角动量探

测概率积分表达式研究了在弱水平海洋湍流通道中部

分相干拉盖尔-高斯光束的轨道角动量串扰情况。 
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在以前的研究中，主要是从旋转相干函数出发直

接利用涡旋光束各拓扑荷数探测概率的积分表达式的

数值计算来研究经大气湍流后各拓扑荷数的串扰情

况，还没有发现有关拓扑荷数探测概率解析表达式的

报道。本文主要推导了拉盖尔 -高斯涡旋光束在
Kolmogorov 湍流中水平传输后拓扑荷数探测概率的
解析表达式，利用该解析表达式研究了涡旋光束不同

拓扑荷数的探测概率随湍流强度的变化规律以及原始

拓扑荷数对探测概率的影响。 

2  理论推导 
在原点处的拉盖尔-高斯涡旋光束的场定义为[21] 

( ) ( )
2

0 2
0 0

, , 0 exp exp i
l

r rE x y z E lφ
w w

⎛ ⎞⎛ ⎞ −′ ′ = = ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 , (1) 

式中：x′，y′表示发射面上的二维坐标，z表示水平传
输的距离，E0 表示该场的振幅， 2 2r x y′ ′= + 表示场

点与原点的距离，w0 表示初始光束束腰半径，l 表示
拓扑荷数(本文研究整数情况)，ϕ表示场点与原点的连
线与 x轴的夹角。由瑞利衍射理论，传输一段距离后，
目标平面上的电场可以表示为 

i( , , ) exp(i )
2π

kE x y z kz
z

= −  

2 2i( , , 0)exp ( ) ( ) d d
2
kE x y z x x y y x y
z

⎧ ⎫⎡ ⎤′ ′ ′ ′ ′ ′⋅ = − + −⎨ ⎬⎣ ⎦⎩ ⎭
∫∫ ,(2) 

式中：k代表波矢，(x，y)代表目标平面上的坐标。 
将式(1)代入式(2)并通过丁攀峰等人的化简得[22]： 

0 2
0

1( , , ) πlz
l

CE x y z γ
αw

′ ⎧ ⎫⎧ ⎫= ⎨ ⎨ ⎬⎬
⎩ ⎭⎩ ⎭

 ,        (3) 

式中：       
2 2

2
( )exp

4z z
p qC C

α
⎡ ⎤− +′ = ⎢ ⎥
⎣ ⎦

, 

2 2
0i exp(i ) i ( )exp

2π 2z
k kz E k x yC

z z
⎡ ⎤+⎡ ⎤= − ⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

, 

0 2
i

2
px

α
−

= , 0 2
i

2
qy

α
−

= , kxp
z

= , kyq
z

= , 

0 0 0iγ x y= ± (拓扑荷数为正取+，反之取-)， 

2
2
0

1 i
2
kα
zw

= − , 2πk
λ

= 。 

将式(3)展开得： 
0

2
0

i exp(i )( , , )
2 l

k kz EE r θ z
α w z

−
=  

2 2 2

2 2 2
iexp exp exp( i )
24 2i

lk r kr kr lθ
zα z zα

⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞−⎪ ⎪⎛ ⎞⋅ ⋅ ±⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭

 。(4) 

拉盖尔-高斯涡旋光束在湍流中传输一段距离 z

后，其光场表示为[23] 
( , , ) ( , , )exp[i ( , )]ψ r θ z E r θ z φ r θ=  ,      (5) 

旋转相干函数定义为[13] 
( , , ) ( ,0, ) ( , , )ψC r θ z ψ r z ψ r θ z∗Δ = Δ  ,     (6) 

拓扑荷数探测概率定义为[13] 
exp( i )( ) ( , , ) d d

2πψ
l θP l C r θ z r r θ′− Δ′ = Δ × Δ∫∫  。 (7) 

将式(4)∼式(6)代入式(7)并化简积分项得出拓扑
荷数探测概率的解析表达式。 
假设大气湍流引起的折射率扰动是一个高斯随机

过程，所以满足： 
21exp(i ) exp

2
x x⎛ ⎞= −⎜ ⎟

⎝ ⎠
, 

可得： 
21exp{i[ ( , ) ( ,0)]} =exp ( , ) ( ,0)

2
φ r θ φ r φ r θ φ r⎛ ⎞Δ − − Δ −⎜ ⎟

⎝ ⎠
, 

再利用 Kolmogorov模型的相位扰动结构函数 

( )
5/3

2

0

( ) ( ) 6.88φ
xφ x φ x x D x

r
⎛ ⎞Δ

− − Δ = Δ = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 , 

可得： 
exp( i )( ) ( , , ) d d

2πψ
l θP l C r θ z r r θ
′− Δ′ = Δ × Δ∫∫  

 
{

}

2 2 2 2
0 0= exp[ 2 ] ( ) [exp( i )]

exp( i )exp{i[ ( , ) ( ,0)]} d d
2π

lE w η r η ηr l θ

l θφ r θ φ r r r θ

− ⋅ ± Δ

′− Δ
⋅ Δ − × Δ

∫∫
 

5
23

2 2 2
0 0 2

0

3.44 2 sin
1 2= exp 2
2

θ

E w r η
r η

⎡ ⎤⎛ ⎞Δ⎛ ⎞× ×⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎢ ⎥⎜ ⎟− −

⎢ ⎥⎜ ⎟
⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎣ ⎦

∫∫  

2 2 exp( i )( ) d( )[exp( i )] d
2π

l l θηr ηr l θ θ
′− Δ

⋅ ± Δ × Δ  。(8) 

利用对 2ηr 即 2 2/r w′ (w′是接收处涡旋光束束腰)
的积分可得： 

exp( i )( ) ( , , ) d d
2πψ

l θP l C r θ z r r θ
′− Δ′ = Δ × Δ∫∫  

15
23

2 2 (i )
0 0

2
0

3.44 2 sin
e2! 2 d

2 2π

l

l θ
θ

E w l θ
r η

− −

Δ Δ

⎛ ⎞Δ⎛ ⎞× ×⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎜ ⎟= ⋅ + Δ

⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫

12
2 2 3
0 0 (i )

2
0

! 3.44 2 (1 cos( ))2 e d
4π

l

l θE w l θ θ
r η

− −

Δ Δ

⎛ ⎞
× − Δ⎜ ⎟= + ⋅ Δ⎜ ⎟

⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫ 。 

(9) 
使用欧拉公式展开并忽略虚部可得： 
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exp( i )( ) ( , , ) d d
2πψ

l θP l C r θ z r r θ′− Δ′ = Δ × Δ∫∫  

2 2
0 0

12
3

2
0

cos( )= ! d
4π

3.44 2 (1 cos( ))2

l

E w l θl θ

θ
r η

+

Δ Δ
Δ

⎛ ⎞
× − Δ⎜ ⎟+⎜ ⎟

⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ 。 

 (10) 
式(10)已经将式(7)中的二重积分化简为一重积

分，简化了公式计算。下面对一重积分进行化简。 
为了便于化简，首先令： 2/3 2

0=3.44 2 /ζ r η× (传输
后束腰和大气相干长度的比值的平方乘以常数

2/3 2 2
03.44 2 ( / )w r′× )， 1m l= + ， =n l l l′= Δ − ， θ xΔ = ，

2 2 ( 3/5)
0 (0.423 )nr k C z −= 表示大气相干长度，w′是传输后的
束腰大小。 
则有： 

exp( i )( ) ( , , ) d d
2πψ

l θP l C r θ z r r θ′− Δ′ = Δ × Δ∫∫  

2 2
0 0 cos( )= ! d
4π (2 cos( ))m

E w nxl x
ζ ζ x+ −∫  。    (11) 

利用积分公式[24]： 
2π

2 2 2 1
0

cos( )d 2π
(1 2 cos ) ( 1)m n m

nx x
a x a a a −=

− + −∫  

1
2 2

0

1 2 2
( 1) , 1

1
m

k

k

m n m k
a a

k m
−

=

+ − − −⎛ ⎞⎛ ⎞
⋅ − >⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠⎝ ⎠
∑  , (12) 

则需要将式(11)化简为和式(12)统一的形式，引入未知
数 y： 

exp( i )( ) ( , , ) d d
2πψ

l θP l C r θ z r r θ
′− Δ′ = Δ × Δ∫∫  

2 2
0 0 cos( )= ! d
4π (2 cos( ))m

E w nxl x
ζ ζ x+ −∫  

 
{ }

2 2
0 0 cos( )= ! d
4π (1/ )[(2 ) cos( )] m

E w nxl x
y ζ y ζy x+ −

∫  

  
{ }

2 2
0 0 cos( )= ! d
4π (1/ ) [(2 ) cos( )] mm

E w nxl x
y ζ y ζy x+ −

∫  

{ }

2 2
0 0 cos( )= ! d
4π [(2 ) cos( )]

m
m

E w nxl y x
ζ y ζy x+ −

∫  ,   (13) 

令          
21 (2 )
2

a ζ y
a ζy

⎧ + = +⎪
⎨ =⎪⎩

 , 

则有： 

{ }

2 2
0 0 cos( )( )= ! d
4π [(2 ) cos( )]

m
m

E w nxP l l y x
ζ y ζy x

′
+ −

∫  

{ }
2 2
0 0

2

cos( )! d
4π [1+ 2 cos( )]

m
m

E w nxl y x
a a x

=
−

∫  ,  (14) 

解得： 

2
4 2 4 1ζ ζy

ζ
+ + +

= ，
2 2 1

2
ζy ζ ζa

ζ
+ + +

= = 。 

从而可化简式(10)的一重积分为 

  
{ }

2 2
0 0

2

cos( )( ) ! d
4π [1+ 2 cos( )]

m
m

E w nxP l l y x
a a x

′ =
−

∫  

2 2
0 0

2 2 1
π= ! 2

4π ( 1)
m

n m
E w l y

a a −⋅ ⋅
−

 

1
2

0

1 2 2
( 1)

1
m

k

k

m n m k
a

k m
−

=

+ − − −⎛ ⎞⎛ ⎞
⋅ −⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠⎝ ⎠
∑  , (15) 

式中： 
!

!( )!
n
k

n nC
k k n k
⎛ ⎞

= =⎜ ⎟ −⎝ ⎠
，

2

2 22
2 0

4 2
0

1 1= =
14

4

kη
w wkz

w z

⋅
′⎛ ⎞

+⎜ ⎟
⎝ ⎠

， 

m，n，r0，a，y以及ζ的定义同上。 

将式(15)归一化得： 

( )
1

0

21 1 4 1
1+

k ll
l

n
k

l kl n ζP l a
lk ζaζ

−+

=

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ −+ +′ = ⋅ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ 。 

(16) 
令 1t ζ= + ，可将式(16)简化为 

( )
1

2
0

21 1 4
1 ( 1)

k ll n l

k

l kl nt tP l
lkt t t

−+

=

⎛ ⎞⎛ ⎞ −+− ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞′ = ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟+ −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠
∑ 。 

  (17) 
当 n=0时，获得了原始拓扑荷数的探测概率： 

1

2
0

21 4( )
( 1)

k ll l

k

l kl tP l l
lkt t

−+

=

⎛ ⎞⎛ ⎞ − ⎛ ⎞⎛ ⎞′ = = ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ −⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠
∑ 。(18) 

3  数值计算及分析 
由式(16)可以发现涡旋光束拓扑荷数的探测概率

和ζ有直接的关系，而ζ表征了不同束腰的涡旋光束在
大气湍流中传输时的相干性特征。于是通过式(16)可
以研究ζ对涡旋光束原始拓扑荷数探测的影响，反映涡
旋光束在大气湍流中的相对光束宽度(w/r0)与涡旋光
束轨道角动量串扰的关系。由式(17)可以发现当湍流
参数和涡旋光束参数为定值时，不同拓扑荷数的探测

概率是关于 n的指数函数与关于 n的不同阶的幂函数
的和的乘积。这表明了涡旋光束的拓扑荷数的探测概

率总体上是沿着原始拓扑荷数向邻近的拓扑荷数呈指

数衰减的，但这种指数衰减的趋势受到大气湍流参数、

涡旋光束原始拓扑荷数的调制。通过式(17)研究各项
湍流参数和光束参数对探测概率调制的意义与强度，

从而探究在特定湍流条件下的最佳光束参数选择。 
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为验证理论推导的正确性，本文采用大气随机相

位屏[25]模拟涡旋光束在大气湍流中传输后的拓扑荷数

探测概率的仿真结果和使用式(16)计算的理论结果进
行了对比。在水平传输路径上每 50 m放置一个随机相
位屏[26]，水平传输距离为 1 km。满足限制条件[27]：1)
相位屏间隔Δz 内属于弱湍流范畴，即平面波在Δz 间
隔 内 Rytov 方 差 ( 平 面 波 闪 烁 因 子 ) ：

2 2 7/6 11/6
R =1.23 0.1nσ C k zΔ < 。2) 在传输距离Δz内的 Rytov
方差是整个传输距离 Rytov 方差的 10%以内。采用
Kolmogorov湍流模型功率谱[28]，大气湍流折射率结构

常数 2
nC 取 1×10-14 m-2/3∼1×10-13 m-2/3，相位屏大小为 120 

mm×120 mm，采样点数为 1024×1024，并采用次谐波
补偿方法[29]补充低频空间频率不足的成分。 
仿真方法[28]：如图 1所示，在频率域里，大气的

特性由大气湍流的功率谱描述。根据大气湍流这一特

性，可以对一复高斯随机数矩阵用 Kolmogorov湍流模
型的折射率功率谱的平方根构成的滤波函数进行滤

波，然后进行逆傅里叶变换得到大气扰动相位(湍流
屏)： 

[ ]
/2 1/2 1

/2 /2
( , ) ( , ) i ( , )

yx

x y

NN

n N m N
j x l y a n m b n mϕ

−−

=− =−
Δ Δ = +∑ ∑  

( , , )x y φ x yk k n k m k zΔ Δ Δ ΔΦ  

exp 2πi( / / )x yjn N lm N⎡ ⎤⋅ +⎣ ⎦  ,       (19) 

其中：Δx，Δy 为采样间距取 120 mm/1024；Nx，Ny

为阵列维数取 1024；m，n为整数， ( , )a n m ， ( , )b n m 是
均值为 0，方差为 1 的高斯独立随机数，并取

(0,0)a = (0,0)b =0； 2π/( )x xk N xΔ = Δ ， 2π / ( )y yk N yΔ = Δ

为谱空间栅格间距； ( , , )φ x yn k m k zΔ ΔΦ 为折射率功率

谱，取 2 11/3( , ) 0.033 ( )n nk z C z k−=Φ ，其中 z为光束传播方
向；此时与 z 轴方向垂直的任意薄层切片上的大气相
位功率谱为 

2 11/3 2( ) 2π 0.033 ( )d
z z

φ r r n
z

k k k C ξ ξ
+Δ

−= ⋅ ∫Φ ， 

其中： 2π /k λ= ，Δz为湍流薄层厚度，取谱空间栅格
间距， 2 2 2 1/2( ) , 0r x y z zk k k k k= + + = 。于是可得： 

2 2( , ) 2π 0.0330054 ( )x y nφ j x l y k k k z C zΔ Δ = Δ Δ ⋅ Δ ⋅  

 [ ]
/2 1/2 1

/2 /2
( , ) i ( , )

yx

x y

NN

n N m N
a n m b n m

−−

=− =−
⋅ +∑ ∑  

 
11/122 2(2π / ) (2π / )x yn N m N
−

⎡ ⎤⋅ +⎣ ⎦  

exp 2πi( / / )x yjn N lm N⎡ ⎤⋅ +⎣ ⎦  ,        (20) 

其中：k 为三维空间波束矢量，此处生成为薄随机相
位屏，因此 k 取 ( , ,0)x yk k 。引入大气相干长度：

3/5 3/52 2 2 2
0 0.432 d ( ) 0.423 ( )n nr k zC z k zC z

− −
⎡ ⎤ ⎡ ⎤= ≈ Δ⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫ ，则大

气湍流相位屏表示为 
5/6

0( , ) 2π 0.078x yφ j x l y r k k−Δ Δ = Δ Δ ⋅ ⋅  

 [ ]
/2 1/2 1

/2 /2
( , ) i ( , )

yx

x y

NN

n N m N
a n m b n m

−−

=− =−
⋅ +∑ ∑  

 
11/122 2(2π / ) (2π / )x yn N m N
−

⎡ ⎤⋅ +⎣ ⎦  

exp 2πi( / / )x yjn N lm N⎡ ⎤⋅ +⎣ ⎦  。      (21) 

由于网格点取样有限，这样产生的大气随机相位

屏丢失了低频成分，于是采用文献[29]方法补充低频
成分后即可得到图 1 中的湍流屏ϕn。从源平面开始将

相位屏作为附加相位作用于光场，光场再经过一段

z′=50 m的自由空间传输到下一个相位屏前的光场。自
由空间的传输过程用菲涅尔衍射公式来描述[19]，根据

图 1  大气随机相位屏模拟涡旋光束在大气湍流中的传输图 
Fig. 1  Random phase screens simulate the propagation of vortex beams in atmospheric turbulence 

相位分布 湍流屏Φϕ 湍流屏相位三维图

50 m 50 m 50 m

2 cm 

E(x,y,0)
E(x,y,0)exp(iϕ1)

屏 1 屏 2 屏 3 屏 19 屏 20 
E(x,y) 

E(x,y, nz′)exp(iϕn)源平面 接收面 
1 km

z 

π

-π

自由

空间 
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傅里叶变换的性质可知输入场与菲涅尔积分公式
2 2exp[i ( ) / (2 )]k x y z′+ 相卷积可得到输出光场，于是可

将此卷积过程通过傅里叶变换来实现： 
( , ,( 1) )E x y n z′+  

{ }
2 2

1 i( )
( , , )exp[i ( , )] exp

2
x yk k z

F F E x y nz φ x y
k

−
⎧ ⎫⎡ ⎤′− +⎪ ⎪′= ⎢ ⎥⎨ ⎬

⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭
。 

 (22) 
最后经过 20个相位屏与真空传输得到 1 km处接

收面处光场 E(x, y)，然后将该光场直接代入式(7)计算
接收面处各拓扑荷数的探测概率。 

图 2 展 示 了 大 气 折 射 率 结 构 常 数
2 14 2/31 10 mnC − −= × 时，拓扑荷数为 3，束腰半径为 10 

mm，振幅 E0=1的拉盖尔-高斯涡旋光束在源平面处的
光强图 2(a)及相位分布图 2(b)，通过大气湍流后接收
面上的光强图 2(c)和相位分布图 2(d)，以及数值计算
的各拓扑荷数的探测概率图 2(e)和采用式(16)计算的
各拓扑荷数的理论探测概率图 2(f)。 
对比图 2(e)和 2(f)，可以看出仿真接收到的探测

概率和理论计算值相差较大，这是由于涡旋光束在生

成的随机相位屏路径上的单次传输具有偶然性，从而

图 2  涡旋光束拓扑荷数为 3，大气折射率结构常数 Cn
2=1×10-14 m-2/3

时，涡旋光束在源平面处的 
光强分布(a)和相位分布(b)；通过大气湍流后接受面上的光强分布(c)和相位分布(d)； 

(e) 数值计算的各拓扑荷数的探测概率；(f) 采用式(16)计算的各拓扑荷数的理论探测概率 
Fig. 2  The topological charge of the vortex beam is 3, the refractive index structure constant of atmospheric  

turbulence is Cn
2=1×10-14 m-2/3. Intensity distribution (a) and the phase (b) of the vortex beam at the source plane;  

The intensity distribution (c) and the phase (d) on the receiving plane; (e) Probability of detection of each topological charge 
 obtained by numerical calculation; (f) Probability of detection of each topological charge calculated by equation (16) 
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大大影响拓扑荷数的探测概率的准确性，因此本文采

取了计算平均探测概率的方法，对 40次完整传输后的
探测概率取平均值，和式(16)计算的理论值相比较。 
图 3 画出了当涡旋光束拓扑荷数为 1，大气折射

率结构常数 2
nC 分别为 14 2/31 10 m− −× ， 14 2/35 10 m− −× ，

13 2/31 10 m− −× 时仿真及理论计算的各拓扑荷数的平均

探测概率。 
从图 3 可以发现使用式(16)计算的理论探测概率

和随机相位屏仿真的平均探测概率结果比较吻合，甚

至仿真对于原始拓扑荷数的探测概率还高于理论解析

结果，猜测原因可能为：理论模型在做近似时降低了

原始拓扑荷数和邻近拓扑荷数的探测概率之间的差

异。 
本文还仿真了拓扑荷数分别为 3和 9的涡旋光束

经过大气湍流后的探测概率。 
图 4 画出了当涡旋光束拓扑荷数为 3，大气折射

率结构常数 2
nC 分别为 14 2/31 10 m− −× ， 14 2/35 10 m− −× ，

13 2/31 10 m− −× 时仿真及理论计算的各拓扑荷数的平均

探测概率。 
图 5画出了当涡旋光束拓扑荷数为 9时，大气折 

图 3  左列表示原始拓扑荷数为 1 时，不同湍流强度下涡旋光束传输 40 次后的各拓扑荷数的平均探测概率，右列

表示相应拓扑荷数的平均探测概率和理论探测概率的对比。(a~b) 大气折射率结构常数为 Cn
2=1×10-14 m-2/3

； 
(c~d) 大气折射率结构常数为 Cn

2=5×10-14 m-2/3
；(e~f) 大气折射率结构常数为 Cn

2=1×10-13 m-2/3 
Fig. 3  The topological charge of the vortex beam is 1, the average detection probability of each topological charge after 40 times of 

vortex beam transmission at different turbulence and the comparison between the average detection probability and  
the theoretical detection probability of the corresponding topological charge. (a~b) The refractive index structure constant of  

atmospheric turbulence is Cn
2=1×10-14 m-2/3; (c~d) The refractive index structure constant of atmospheric turbulence 

 is Cn
2=5×10-14 m-2/3; (e~f) The refractive index structure constant of atmospheric turbulence is Cn

2=1×10-13 m-2/3 
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射率结构常数 2
nC 分别为 14 2/31 10 m− −× ， 14 2/35 10 m− −× ，

13 2/31 10 m− −× 时仿真及理论计算的各拓扑荷数的平均

探测概率。 
观察上述拓扑荷数分别为 1、3、9的涡旋光束通

过不同强度的大气湍流以后，利用式(16)和大气随机
相位屏计算的各拓扑荷数的探测概率的比较，可以看

出，解析式(16)能够很好地描述涡旋光束拓扑荷数在
大气湍流中传输时的退化及串扰情况。即使在强湍流

下，其解析结果也能与仿真结果在一定程度上相符。

从图 5右列可以发现随着湍流强度的增加，仿真模拟

曲线和理论计算结果在原始拓扑荷数附近的差距较

大，这是因为当涡旋光束拓扑荷数较大又在湍流较强

的情况下，涡旋光束的拓扑荷数与其附近的拓扑荷数

串扰较大，理论上的探测概率已经极其相近，以图 5(d)
为例，拓扑荷数 9的理论探测概率为 0.05503，拓扑荷
数 8的理论探测概率为 0.05446，两者在理论上只相差
0.00057。在实际探测中几乎可以忽略这种差距，所以
在仿真模拟结构中呈现为在涡旋光束原始拓扑荷数附

近的拓扑荷数的探测概率围绕着一平均值而上下波

动。 

图 4  左列表示原始拓扑荷数为 3 时，不同湍流强度下涡旋光束传输 40 次后的各拓扑荷数的平均探测概率，右列

表示相应拓扑荷数的平均探测概率和理论探测概率的对比。(a~b) 大气折射率结构常数为 Cn
2=1×10-14 m-2/3

； 
(c~d) 大气折射率结构常数为 Cn

2=5×10-14 m-2/3
；(e~f) 大气折射率结构常数为 Cn

2=1×10-13 m-2/3
。 

Fig. 4  The topological charge of the vortex beam is 3, the average detection probability of each topological charge after 40  
times of vortex beam transmission at different turbulence and the comparison between the average detection probability and the 

theoretical detection probability of the corresponding topological charge. (a~b) The refractive index structure constant of  
atmospheric turbulence is Cn

2=1×10-14 m-2/3; (c~d) The refractive index structure constant of atmospheric turbulence is 
 Cn

2=5×10-14 m-2/3; (e~f) The refractive index structure constant of atmospheric turbulence is Cn
2=1×10-13 m-2/3. 
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综上所述，可以得出结论：涡旋光束拓扑荷数的

探测概率的解析表达式式(16)的理论计算结果和使用
大气随机相位屏的仿真模拟结果十分吻合，从而证明

了式(16)的正确性。通过该解析表达式可以研究不同
拓扑荷数的涡旋光束在不同大气湍流条件下轨道角动

量的变化规律以及从原始拓扑荷数向邻近拓扑荷数的

散射规律等，进一步通过研究拓扑荷数探测概率，揭

示大气湍流与涡旋光束相互作用从而影响光束轨道角

动量的本质。 
图 6 画出了利用式(16)计算的涡旋光束经过大气

湍流后原始拓扑荷数的探测概率，以及原始拓扑荷数

散射到其他拓扑荷数的情况。 
从图 6中可以观察到当涡旋光束的拓扑荷数增加

的时候，在相同的湍流大小下，其更容易向邻近的拓

扑荷数进行散射，其散射规律体现在了图 6(b)中，其
规律和文献[12]中的图 4 相符。当湍流强度逐渐增加
时，涡旋光束原始拓扑荷数探测概率降低，邻近拓扑

荷数的探测概率增加并趋于相同，同样解释了图 5(d)
的仿真模拟曲线在峰值周围的波动现象。同时还观察

到，在相同湍流强度下，拓扑荷数越小，其探测概率 

图 5  左列表示原始拓扑荷数为 9 时，不同湍流强度下涡旋光束传输 40 次后的各拓扑荷数的平均探测概率， 
右列表示相应拓扑荷数的平均探测概率和理论探测概率的对比。(a~b) 大气折射率结构常数为 Cn

2=1×10-14 m-2/3
；

(c~d) 大气折射率结构常数为 Cn
2=5×10-14 m-2/3

；(e~f) 大气折射率结构常数为 Cn
2=1×10-13 m-2/3 

Fig. 5  The topological charge of the vortex beam is 9, the average detection probability of each topological charge after 40  
times of vortex beam transmission at different turbulence and the comparison between the average detection probability and the 

 theoretical detection probability of the corresponding topological charge. (a~b) The refractive index structure constant of  
atmospheric turbulence is Cn

2=1×10-14 m-2/3; (c~d) The refractive index structure constant of atmospheric turbulence is  
Cn

2=5×10-14 m-2/3; (e~f) The refractive index structure constant of atmospheric turbulence is Cn
2=1×10-13 m-2/3 
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受湍流的影响就越小，轨道角动量之间的串扰也越小，

拓扑荷数的散射范围也越小。 
从拓扑荷数的探测概率的解析表达式式(16)可以

发现：探测概率仅是ζ( 2/3 2 2
03.44 2 ( / )w r′× )的函数，利

用ζ可研究涡旋光束在大气湍流中的相干性特征对探
测概率的影响。利用式(16)，图 6(c)、6(d)画出了探测
概率随ζ的变化，从图 6可以很直观地看出影响拓扑荷
数探测概率的主要因素是相干性参数ζ，ζ是大气湍流
折射率常数和接收处涡旋光束的束腰共同作用的结

果，因此可以利用相干性参数ζ在不同的湍流条件下选
择合适的光束束腰。 

4  结  论 
基于瑞利衍射理论，本文通过推导拉盖尔-高斯涡

旋光束在大气湍流中传输时拓扑荷数探测概率的解析

表达式，研究了涡旋光束轨道角动量在大气湍流中传

输时的散射情况。并将结果和涡旋光束通过大气随机

相位屏的数值仿真结果进行了对比。研究表明，文中

的解析解式(16)与仿真结果十分符合，尤其是在涡旋

光束拓扑荷数比较小以及湍流强度比较弱的情况下。

本文根据解析表达式，引入了相干性参数来描述涡旋

光束与大气湍流的相互作用，进一步分析了大气湍流

强弱、涡旋光束原始拓扑荷数等对探测概率的影响。

研究发现，涡旋光束的拓扑荷数的探测概率总体上是

沿着原始拓扑荷数向邻近的拓扑荷数呈指数衰减的，

但这种指数衰减的趋势受到大气湍流参数、涡旋光束

原始拓扑荷数的调制。可以通过式(17)研究各项湍流
参数和光束参数对探测概率调制的意义与强度，从而

探究在特定湍流条件下的最佳光束参数选择。本文研

究为涡旋光束的空间光通信中选择合适的拓扑荷数间

隔，以及利用相干性参数研究在不同湍流强度下选择

合适束腰大小以减少串扰带来的误码率提供了依据。 
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Probability of detection of topological charge 

 
Overview: In recent years, with the deepening of the study of the propagation characteristics of all kinds of beams, a 
vortex beam with a new phase structure has been gradually discovered and has become a research focus because of its 
novel characteristics. The central light intensity of the vortex beam is zero, the phase structure of the wavefront is spiral, 
and there is a phase singularity in the center of the beam. This spiral phase structure makes the vortex beam have orbital 
angular momentum, which provides a new channel reuse dimension for space optical communication and improves the 
channel capacity. However, when the vortex beam passes through the atmospheric turbulence, the intensity and phase 
distribution of the beam will be affected by the turbulence, which will further cause crosstalk between the angular mo-
mentum of each orbit. Finally, the increase of bit error rate (BER) and the decrease of communication capacity are 
caused by the increase of bit error rate and the decrease of communication capacity. Therefore, the study of the factors 
affecting the topological charge number scattering of vortex beams and the crosstalk of orbital angular momentum is of 
great significance for the further study of the interaction between orbital angular momentum and atmospheric turbu-
lence, and is beneficial to improve the capacity of space optical communication system. Starting from the expression of 
Laguerre-Gaussian vortex beam and based on Rayleigh diffraction theory, the variation of rotating coherence function 
of vortex beam propagating in atmospheric turbulence is studied. The crosstalk between the angular momentum of each 
orbital angular momentum when the vortex beam propagates in atmospheric turbulence is summarized. The topologi-
cal charge detection probability is used to describe the crosstalk law, and the analytical expression of the topological 
charge detection probability is derived. The distribution of topological charge number of vortex beam passing through 
turbulence is studied, and the results are compared with the numerical simulation results of vortex beam passing 
through atmospheric random phase screen. The relationship between the detection probability of the theoretical and 
simulated topological charge numbers with the turbulence intensity and the topological charge number of the initial 
vortex beam is compared, and the correctness of the analytical expression of the topological charge number detection 
probability is verified. Through this expression, the interaction between atmospheric turbulence and vortex beam can be 
further studied, which can affect the essence of angular momentum scattering of vortex beam, and the suitable topolog-
ical charge number interval can be selected for the space optical communication of vortex beam. It also provides a theo-
retical basis for selecting the appropriate beam waist size under different turbulence intensities to reduce the bit error 
rate caused by crosstalk. 
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